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Intenzita vnit�ní síly º  NAP� TÍ  _&×� +��º �$
�����,
#�
������
#,�����&×�� +��º ��$
������
1
,
#�
�`�
 

 obecné normálové smykové 
 

 
dA

dF
=n  

dA

dN
=s  

dA

dT
=t  
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DEFORMACE T � LESA: 
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1. PROSTÝ TAH/TLAK ����
 

Prut:�(
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����
�#���!���F�!�,�SP
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TAH „+“ ���#C�
�,S#��C���&�?�,���0D�
 
TLAK „–“ ��#C�
�,S#��C�*A�,���0D 
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��)��M
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JEDNOOSÁ NAPJATOST: 
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xdA
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R R = F 
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N(x) 

N(x) 

s (x) 

s (x) 
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Zm� na zatí�ení: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Zm� na pr�� ezu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
$����M
�A1 < A2N��)#C�,�
����,���N1 = N2 = FW���s1 = F/A1 > F/A2 = s 2�
 

Zm� na zatí�ení i pr�� ezu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
$�S�E0�:���P�C�#C�D�N(x)�9
�9
���?�
;�E��F���$�S�E0��
,E�C�s (x)�
�
��
?F�
MC��
�!��!�5��C�0�,��E�
�0�F1�
� F2�
�,��E�
�0� A1�
� A2��%�
F��C�9
��
#�
:N�!�D�,PC�S#�
!�#C�D�9
�#�
9�I�9
!��,PC�S#�
!�,���0DN��
�DW�

1

1

2

21

A

F

A

FF
=

+
����������� ���������

12

1

2

1

FF

F

A

A

+
= �

������,PC,
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�,���
�5��5��
�,�)�)�!��#�
���C�� 
,E�C�s (x) = konst��

F 
A1 

A2 

F 

R = F 

x1 

x2 

F 

N1 

F 

N2 

N(x) 

F 

F  

ssss (x) 

F/A1 

F/A2 

ssss (x) 

F1/A1 

(F1 + F2)/A2 

F1 

F2 

F1 

R = F1 + F2 

x1 

x2 

F1 

N1 

F1 

N2 

ssss (x) 

F1/A1 

(F1 + F2)/A2 

F1 

F2 

N(x) 

F1 

F2 

F1 + F2 

A1 

A2 
F2 F2 

N(x) ssss (x) 

F1 

A0 

F2 

F1�

R = F1 +F2 

x1 

x2 

F1 

N1 

F2 

F1 

N2 

F1 F1/A0 

F2 F2/A0 

F1 + F2 (F1 + F2)/A0 

F2 
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P� ETVO� ENÍ (deformace) P� I TAHU/TLAKU: 
 

    p�ed            po 

�

�

�

�

�

����

����
TAHOVÁ ZKOUŠKA MATERIÁLU  – PRACOVNÍ DIAGRAM (b� �ná konstruk� ní ocel) 
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TAHOVÁ ZKOUŠKA MATERIÁLU  – PRACOVNÍ DIAGRAM (litina) 
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TAHOVÁ ZKOUŠKA MATERIÁLU  – PRACOVNÍ DIAGRAM (slitinové oceli) 
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HOOK � V ZÁKON  (popis lineární � ásti tahového diagramu) 
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DEFORMACE – VYU�ITÍ HOOKOVA ZÁKONA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PODDAJNOST (deformace vyvolaná silou 1 N) 
 
 
 
 
TUHOST (síla zp� sobující deformaci 1 mm) 
 
 
 
 
 
Deformace vyvolaná zm� nou teploty (lineární teplotní rozta�nost) 
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P� ÍKLAD  (nap� tí a deformace prutu od síly): 
Dáno: a = 10 mm; �  = 1 m; F = 1×104 N; E = 2×105 N×mm–2 

Ur� it:  s (x); u(x); u
�
; u

�
 (bod �  le�í ve 3/5 délky��  od dolního kraje)  
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POISSONOVO � ÍSLO: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sou� initel p� í� ného zú�ení – POISSONOVO � ÍSLO 
 
 
ZÁKLADNÍ ELASTICKÉ CHARAKTERISTIKY KA�DÉHO MATERIÁL U: 
 
 
 
 

ODVOZENÍ: 

POM� RNÁ ZM � NA OBJEMU (p� i tahu/tlaku):   QQQQ [1] 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Jednoosá napjatost (platí Hook� v zákon a Poisson� v vztah): 
 
 
 
 
 
 
K … modul objemové pru�nosti [N×mm–2] 

� �
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ZÁKON O SUPERPOZICI NAP � TÍ A POSUV� : 
Superpozice nap� tí: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Superpozice posuv�  (p�etvo�ení) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (vliv vlastní tíhy):  
Dáno: A; � ; E; r  

   Ur� it:  N(x); s (x); e(x); u(x) a D�   
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� ešení pomocí diferenciální rovnice: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROM� NNÝ PR�� EZ: 
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P� ÍKLAD (prut prom� nného pr�� ezu):  
Dáno: D1; D2 � ; E; F 
Ur� it:  N(x); s (x) a e(x) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
VLIV SETRVA � NÝCH Ú� INK � : 
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P� ÍKLAD (rotující rameno):  
Dáno: r1; r2 r ; b; h; E; w 
Ur� it:  s (x) a Dr2 
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PODMÍNKA PEVNOSTI A PODMÍNKA TUHOSTI 
 
 
 
 
Pevnostní podmínka: 
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Tuhostní podmínka: 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (I-profil):  
Dáno: F1 = 4×104 N; F2 = 7×104 N; � 1 = 300 mm; � 2 = 100 mm; materiál: ocel 11 370 
 (E » 2×105 N×mm–2; s Pt = 370 N×mm–2 a s Kt = 200 N×mm–2); kKmin = 1,5 a D� D = 0,2 mm. 
 Vlastní tíhu ty� e neuva�ujte! 
Ur� it:  Navrhn� te vhodný normalizovaný I-profil, který vyhoví pevnostní i tuhostní podmínce. 
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PRUTY STÁLÉ PEVNOSTI 
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Poznámka: 
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2. prut s uva�ováním vlastní tíhy bez zatí�ení osam� lou silou 
�

Y
G��
��5�������������������������������������������������������������Y
G��
��5�
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

xg
A

xAg

A
xG

x ××=
×××

== r
r

s
0

0

0

)(
)( ���������������� xg

xA

xxAg

xA
xG

x ×××=
××××

== r
r

s
3

1

)(

)(
3
1

)(

)(
)( �

�� ××== grss )(max ������������������������������������������� �� ×××== grss
3

1
)(max �

E
g

dx
E

xg
×

××
=×

××
=D � 2

2

0

�
�

� rr
����������������������������������

E
g

dx
E

xg
×
××

=×
××

×=D � 63
1 2

0

�
�

� rr
���

®®®®  ¥  

F A0 F A1 

A2 

F 
A1 ®  0 

A2 

��

x x x 

A0 

r  

x 

A1 ®  0 

A2 

r  

x 



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




�����
�
�
�
				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

&D�C�#��9
G�E�)!FM
�
�Q:0����)R�U,�
:)�:?���S�,���,�����)M
�C����:�
#��C��C0DW�

00

0

02

22

2
2

AE

G

AE

Vg

AE

Ag

E
g

VV

×

×
=

×

×××
=

=
×

××××
=

×
××

=D

��

�
��

�

r

rr

���

00

0

02

22

23
1

6

AE

G

AE

Vg

AE

Ag

E
g

KK

×

×
=

×

×××
=

=
×

×××××
=

×
××

=D

��

�
��

�

r

rr

���

�

(
���I���?�C���
�D�9
�:
�:
��!�#����C0�:5�#C�DN�!�
��)�)�C#�C�
��
�:F�
��,���:�;�C��5�!DW�

3C0�:F�#C�
�,S:���C0��:F��
�9
� 0AgGV ××= r �
��,S:���C0��!)M
�
�9
W�� VK GAgG ×=×××=
3

1

3

1
0r ��

�

$P
��0�?C� :I#�
�!D� #�:I0���)� :D)MC:F�
� ,P�� P
G
�C� �
>
�F�SN� !�D� 9
� #�)#�
:
� �:�P
�
� �E!���!
�
0����I���:F�
;!D�)#,�PF�
�I���?
�#
��)W�

321. ���� D+D+D=D celk �

11

1
1

11
2

1 AE

G
G ×

×
=D=D

�

�� �

22

2
2

22

21
222

2
21 AE

G

AE

G
GG ×

×
+

×

×
=D+D=D

�
�

��� �

33

3
3

33

32

33

31
3333

2
321 AE

G

AE

G

AE

G
GGG ×

×
+

×

×
+

×

×
=D+D+D=D

�
��

���� �

33

3
3

33

32

33

31

22

2
2

22

21

11

1
1

.
222
AE

G

AE

G

AE

G

AE

G

AE

G

AE

G
celk ×

×
+

×

×
+

×

×
+

×

×
+

×

×
+

×

×
=D

�
��

�
�

�

� ���

��
�

�
��
�

�

××
×

+
×

××
+

××
×

+
×

××
+

×
××

+
××

×
×=D

33

2
33

33

322

22

2
22

33

311

22

211

11

2
11

. 222 AEAEAEAEAEAE
gcelk

���������
�

rrrrrr
���

/
�!�:5�,�����)M
�C��SM
�
�:D9F�P����
!5�9
!��#�);
���
>���
�C����9
������:I�0�?
�CM
�CW�

33

3
3

33

3

22

2
2

33

3

22

2

11

1
1. 222 AE

G
AEAE

G
AEAEAE

Gcelk ××
×+��

�

�
��
�

�

×
+

××
×+��

�

�
��
�

�

×
+

×
+

××
×=D

������
� ���

L�:I#�
�!)�9
�,
���5N�M
��C0
�;F#���� �,S#��C�9
!��
�;F#��� N��
!���� �
� � ��3C0
�;F#���� �,S#��C��
�
;F#���� �
� � ��3C0
�;F#���� �,S#��C�9�M�9
���
�;F#��� ��

A0 

r  

��

A0 

r  = 0 

� /2 

GV 

��r  r  = 0 
GK 

A0 A0 
� /2 

� 3
 

� 2
 

� 1
 

r 3 

A1 

A2 

A3 

r 2 

r 1 

�  

�  

�  



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




������������	 			

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

DEFORMA� NÍ ENERGIE P� I TAHU/TLAKU  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hustota deforma� ní energie (d� íve m� rná deforma� ní energie) 
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P� ÍKLAD (deforma� ní energie):  
Dáno: F1; F2; � 1; � 2; A a E 
 Vlastní tíhu ty� e neuva�ujte! 

Ur� it:  Celkovou deforma� ní energii U akumulovanou v ty� i. 

� ešení: 
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�W�x2Î <0 ; �1 + �2>                        

    N2(x) = F1 + F2 
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P� ÍKLAD (deforma� ní energie):  
Dáno: rotující rameno r1; r2; r ; A a E 

Ur� it:  Celkovou deforma� ní energii U akumulovanou v rotujícím rameni. 

� ešení: 
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ODVOZENÍ: 
CASTIGLIANOVA *)  V� TA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
VYU�ITÍ DEFORMA � NÍ ENERGIE P� I � EŠENÍ DYNAMICKÉHO NAMÁHÁNÍ 
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ODVOZENÍ: 
MOHR � V INTEGRÁL PRO TAH/TLAK 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (deforma� ní energie – Castiglianova v� ta):  
Dáno: prutová soustava (pruty �  a � ), h, a , F a E×A = konst. 
Ur� it:  Vodorovný a svislý posuv sty� níku B: uB a vB. 
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Mo�nost vyu�ití metody „slepé“ síly: 
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STATICKY NEUR � ITÉ ÚLOHY – TAH/TLAK 
  
 staticky ur� ité: 
Úlohy 
 staticky neur� ité: 
 
 
Statická neur� itost: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Prutové konstrukce (viz mechanika/statika):         ( )hpni +×+-×= 22 k  
k ... 

n ... 

p ... 

h ... 

i > 0 úloha má i-stup��  volnosti �  jedná se o mechanizmus (ne�ešíme!!!) 
i = 0 úloha nemá �ádný stupe�  volnosti �  jedná se o staticky ur� itou úlohu (SUÚ) 

a k jejímu �ešení sta� í statické rovnice rovnováhy 
i < 0 sou� ásti je odebíráno více stup��  volnosti ne� sama má �  jedná se i-krát staticky 

neur� itou úlohu (SNÚ), kde se vyskytuje o i více neznámých ne� je nezávislých 
statických rovnic rovnováhy 

 
OBECNÝ POSTUP � EŠENÍ: 
 
0. rozhodnutí 
 
 
1. uvoln� ní 
 
 
2. nahrazení 
 
 
3. dopln� ní 
 
 
4. �ešení 
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P� ÍKLAD (staticky neur� itý tah/tlak):  
Dáno: prut (� ást �  a � ást � ), a, b,�� , F a E×A = konst. (ob�  vetknutí jsou dokonale tuhá) 
Ur� it:  Reakce ve vetknutích B a C:  RB a RC. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 UVOLN� NÍ NAHRAZENÍ DOPLN� NÍ 
 
 
 
 
 
 
Fyzikální rovnice = Hook� v zákon 
 
 
 
Statická rovnice: 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. CASTIGLIANOVA V � TA (Méneabréova v� ta): 
 

 
 
 
 
 
 
 
Má-li být funkce MINIMEM, musí být druhá derivace KLADNÁ 
 
 
 
 

Q.E.D.*) 
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3. 3. 3. 3. ����
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Zahrnutí vlivu teploty: 

 

 

P� ÍKLAD (staticky neur� itý tah/tlak s vlivem teploty):  
Dáno:� , b, Dt, a ,  E×A = konst. (všechny t� i pruty jsou vyrobeny ze stejného polotovaru).  
Ur� it:  Síly v prutech N1, N2 a N3. 
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P� ÍKLAD (staticky neur� itý tah/tlak s vlivem teploty):  
Dáno:� 1, � 2, D1, D2 Dt, a ,  E = konst. (ob�  � ásti jsou vyrobeny ze stejného materiálu).  
Ur� it:  Nap� tí v jednotlivých � ástech prutu s 1 a s 2. 

 

 

 

 

 

 
 UVOLN� NÍ NAHRAZENÍ DOPLN� NÍ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fyzikální rovnice = Hook� v zákon 

 

 

 

 

 

 

P� ÍKLAD (staticky neur� itý tah/tlak):  
Dáno:� , a, Dt, a ,  E×A = konst. (všechny pruty jsou vyrobeny ze stejného polotovaru).  
Ur� it:  Síly v jednotlivých prutech N1, N2 a N3. 
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Fyzikální rovnice = Hook� v zákon 

 

 

 

 

 

 

MONTÁ�NÍ V � LE m: 

P� ÍKLAD (staticky neur� itý tah/tlak s v� lí):  
Dáno:a, b,�m (m << a, b), F a E×A = konst. (vetknutí jsou dokonale tuhá) 
Ur� it:  Provést diskusi a reakce ve vetknutích B a C:  RB a RC. 
 
 Diskuse: 1) 
 
 
  2)  
 
 
  3) 
 
 
 UVOLN� NÍ NAHRAZENÍ DOPLN� NÍ 
 
 
 
 
 
 
Fyzikální rovnice = Hook� v zákon 
 
 
 
 
 

 

Kontrola výsledk�  (diskuse na záv� r): 

 

 

� �
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2. NAP� TÍ A P � ETVO� ENÍ 
Druhy napjatosti: 

 

 

 

 

Napjatost v bod� : 
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t xy = t yx = t z 

t yz = t zy = t x      �  
t zx = t xz = t y 

 

 

JEDNOOSÁ/P� ÍMKOVÁ NAPJATOST: 
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Šikmý �ez: 

 

 

 

 

 

 

SDRU�ENÁ SMYKOVÁ NAP � TÍ: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Spojení �ez�  rrrr , rrrr  a yyyy , yyyy  do jednoho obrázku dostaneme: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Znaménka smykových nap� tí: 
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ROVINNÁ NAPJATOST 

všechna nap� tí MUSÍ le�et v jedné rovin� : 

 

 

 

 

 

 
ODVOZENÍ: 
ROVINNÁ NAPJATOST – MOHR � VA KRU�NICE 

� ešení v rovin�  x-y: 

 

 

 

 

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Grafická interpretace = MOHROVA KRU�NICE 
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2cos1

sin2 aa ×-
=           ,           

2
2cos1

cos2 aa ×+
=            ,            
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2sin

cossin
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St�ed Mohrovy kru�nice:  

Polom� r Mohrovy kru�nice: 

Obecná konstrukce Mohrovy kru�nice pro a  = 0 (bude tedy rovina xxxx  toto�ná s rovinou rrrr ). 

 

 

 

 

 
Konstrukce skute� né roviny rrrr  
v Mohrov�  kru�nici:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pravidlo vynášení smykových nap� tí: 
 
 
 
 
 
 
MOHROVA KRU�NICE:  
 
 
 
 



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




�����8�8�8�8				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

P� ÍKLAD (ROVINNÁ NAPJATOST – Mohrova kru�nice):  
Dáno:  s x = 50 N×mm–2, s y = –30 N×mm–2, t z = –30 N×mm–2,  
 a  = 30° (od roviny xxxx  proti sm� ru hodinových ru� i� ek)  
Ur� it:   Nap� tí v rovin�  rrrr : normálové s r  a smykové t r ) – po� etn�  i graficky. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pokud bychom omylem otá� eli v Mohrov�  kru�nici opa� ným sm� rem, �ešili bychom zcela 
jinou úlohu!!! 
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EXTRÉMY MOHROVY KRU�NICE: 
– hlavní nap� tí (s 1 a s 2)  
– maximální smykové nap� tí (t max). 

 
 
 
Hlavní nap� tí 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Maximální smykové nap� tí: 
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MOHR � V DIAGRAM PROSTOROVÉ NAPJATOSTI  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (ROVINNÁ NAPJATOST – HLAVNÍ NAP� TÍ):  
Dáno: s x = 100 N×mm–2, s y = 60 N×mm–2, s z = –20 N×mm–2, t x = –30 N×mm–2 (t y = t z = 0). 
Ur� it:   Hlavní nap� tí s 1,2,3, polohu hlavních rovin a maximální smykové nap� tí t max. 
            (po� etn�  i graficky) 

Transformace Mohrových vztah� : 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Grafické �ešení: 

� �
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JEDNOOSÁ A DVOJOSÁ NAPJATOST: 
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PROSTÝ SMYK: 
Existuje pouze jedno smykové nap� tí t z = t    (s x = s y = s z = t y = t z = 0) 
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Mohr� v diagram � istého smyku: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
P� ETVO� ENÍ (DEFORMACE) P � I TROJOSÉ (PROSTOROVÉ) NAPJATOSTI 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




����6
6
6
6
				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

ROZŠÍ� ENÝ HOOK	 V ZÁKON: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Mohrova kru�nice pro deformace – Mohr� v diagram p�etvo�ení: 
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3. DEFORMA� NÍ ENERGIE 
p� i jednoosé, dvojosé a trojosé napjatosti 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROSTÝ TAH/TLAK 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
VÍCEOSÁ NAPJATOST (rovinná, prostorová) 
 
A) jen normálová nap� tí 
 
 

1) dvojosá (rovinná) napjatost: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) trojosá (prostorová) napjatost -  analogicky 
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B) jen � istý smyk 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
C) obecná napjatost – p� sobí vše 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vyu�ití pom� rné zm� ny objemu Q = (ex + ex + ex): 
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Zvláštní p� ípad (budeme vyu�ívat p� i kombinovaném namáhání, nap�. ohyb + krut, …): 
 
 
 
 

 
 
ODVOZENÍ: 
POM� R MODUL �  PRU�NOSTI ( E/G) POMOCÍ DEFORMA � NÍ ENERGIE  
 
 � istý smyk Hlavní nap� tí p� i � istém smyku 
 (s x = s y = s z = t x = t y = 0 ; t z = t ) (s 1 = +t  ; s 2 = 0 ; s3 = - t ) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
HUSTOTA DEFORMA � NÍ ENERGIE NA ZM � NU OBJEMU A ZM � NU TVARU 
 
Zm� na objemu –  
 
Zm� na tvaru –  
 
 
 
 
1. Normálová nap� tí: 
 
 
 

 = + 
 

 
Pom� rná zm� na objemu: 
 
Rozší�ený Hook� v zákon (zatím sta� í jen vztah mezi s  a e): 
 
 
 
 
 

� �
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Q                =                 Q                 �              Q = 0 
 ZM � NA OBJEMU ZM � NA TVARU 

 
2. Smyková nap� tí: 
 
 

   
 
 
Pom� rná zm� na objemu: 
 
Rozší�ený Hook� v zákon (nyní sta� í jen vztah mezi t  a g): 
 
 
 
� istý smyk (s x = s y = s z = t x = t y = 0 ; t z = t      �      s1 = +t  ; s 2 = 0 ; s3 = - t ): 
 
 
 
 
 
 
VÝSLEDEK: 
Hustota deforma� ní energie na zm� nu objemu (jen od tahových nap� tí): 
 
 
 
 
Hustota deforma� ní energie na zm� nu tvaru (jak od tahových tak i od smykových nap� tí): 
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4. TEORIE (HYPOTÉZY) PEVNOSTI/PRU�NOSTI 
 
 
 
MEZNÍ STAV -  
 
 
 
 
 
Rozeznáváme mezní stav:  1. 
   
  2. 
 
  3. 
 
  4. 
 
Chování materiálu: 
 
 
 
 
 TVÁRNÝ STAV K� EHKÝ STAV 
  
 
 
Haigh� v prostor: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rovinná napjatost - zobrazení v rovin�  (s 3 = 0): 
 
  
 
 
 
 
 
 Zat� �ovací k� ivka                           Prosté zat� �ování
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MÍRA BEZPE� NOSTI: 
 
 
 
PODMÍNKY PEVNOSTI 
 
Mezní stav pru�nosti: 
 
Mezní stav pevnosti: 
 
 
Jednoosá tahová zkouška: 
 

a) hou�evnaté materiály: 
 
 
 b) k�ehké materiály: 
 
 
 
JEDNOOSÁ NAPJATOST: 
 
 
Pevnostní podmínka (ji� u tahu a tlaku): 
 
 Hou�evnaté materiály K�ehké materiály 
 
 
 
 
 
 
 
PROSTOROVÁ NAPJATOST: 
Mezní stav pru�nosti: 
 
 
 
Mezní stav pevnosti: 
 
 
Ur� ení mezního stavu: 
1) FYZIKÁLN � : 
 
 
2) EXPERIMENTÁLN� : 
 
 
3) HYPOTETICKY (teoreticky): 

 
PRINCIP VŠECH HYPOTÉZ (TEORIÍ) PRU�NOSTI A PEVNOSTI JE REDUKCE 

 

  

 

 

0 0 



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




����6:6:6:6:				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

 Obecný stav napjatosti v bod� :  Výsledek tahové zkoušky materiálu 
 s x , s y , s z , t x , t y a t z s x �  s U, s K a s P 

 
 
 
 
 
 
 

HOU�EVNATÉ MATERIÁLY 
 
1) Hypotéza maximálního smykového nap� tí (tttt MAX): 

&
?�
;
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�
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 TAH: TLAK: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROSTOROVÁ NAPJATOST: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pozor:  
Pro rovinnou napjatost platí s 3 = 0!!!
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U�ití teorie t MAX : 
 
 
 
 
 výhody nevýhody 
 
 
 
Haighova plocha pro teorii t MAX : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2) Hypotéza energetická (H.M.H.): 
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TAH/TLAK:  
 
 
 
PROSTOROVÁ NAPJATOST: 
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U�ití energetické teorie (H.M.H.): 
 
 
 
 výhody nevýhody 
 
 
 
Haighova plocha pro energetickou teorii (H.M.H.): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Srovnání teorií t MAX  a energetické (H.M.H.): 
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K� EHKÉ MATERIÁLY 
 
1) Hypotéza maximálního normálového nap� tí (ssss MAX): 

&
9#�
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��J�����������K��
 
 

 
 TAH: TLAK: 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROSTOROVÁ NAPJATOST: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pozor: 
Pro rovinnou napjatost platí s 3 = 0!!! 
 
 
Haighova plocha pro teorii s MAX : 
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2) Hypotéza Mohrova (ssss MAX): 
�����H���)��:F�
��!���������/0��#��
�
��A��
����0�
 �/0��#��
�
��A��
����0�
�/0��#��
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�
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Pou�ití: 
 
 
Mezní bod: 
 
 
Mezní � ára: 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Coulombova aproximace – nahrazení obecné mezní � áry p� ímkou 
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Haighova plocha pro teorii Mohrovu: 
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P� ÍKLAD (TEORIE PEVNOSTI):  
Dáno: s x = 100 N×mm–2, s y = 60 N×mm–2, s z = –20 N×mm–2, t x = –30 N×mm–2 (t y = t z = 0). 
            1) materiál je konstruk� ní ocel - s K = 240 MPa 
            2) materiál je litina - s Pt = 280 N×mm–2 a s Pd = 420 N×mm–2 

Ur� it:   V p�ípad�  1) bezpe� nost k mezi kluzu kK 

       2) výslednou bezpe� nost v�� i mezi pevnosti kP     
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5. KRUT 
Krut je vyvolán dvojicemi sil – KROUTICÍMI MOMENTY MK [N×m] resp. [N×mm] a [kN×m]. 
 
ROZD� LENÍ KRUTU: 
 
a) podle typu pr�� ezu: 
 
 
 
b) podle zachycení deformací: 
 
 
DEPLANACE = 
 
Platí Saint-Vénant� v princip – �ešíme �ezy v dostate� né vzdálenosti od p� sobiš
  moment� . 
 

ODVOZENÍ: 
KRUT PRUT�  KRUHOVÉHO A MEZIKRUHOVÉHO PR �� EZU (nedeplanují se) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
VZTAH SMYKOVÉHO NAP� TÍ t  A KROUTICÍHO MOMENTU MK: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �
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Zákon o sdru�ených smykových nap� tí platí i p� i krutu: 
 
 
 
 
 
 
 
Výpo� et konstanty „c“: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
POLÁRNÍ KVADRATICKÝ MOMENT PR	� EZU: 
(je aditivní) 
 
 
 
 
 
 
Maximální smykové nap� tí: 
 
 
 
PR	� EZOVÝ MODUL V KROUCENÍ: 
(!!! NENÍ aditivní !!!) 
 
 
 
PEVNOSTNÍ PODMÍNKA P � I KRUTU: 
 
 
 
 
Ur� ení t D musí vycházet z n� které teorie pru�nosti (rovinná napjatost): 
 
 TRESCOVA TEORIE ENERGETICKÁ TEORIE 
 (t MAX ) (H.M.H.) 
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VZTAH NATO� ENÍ KONC	  H� ÍDELE j  A KROUTICÍHO MOMENTU MK: 
 
 
 
 
TUHOSTNÍ PODMÍNKA P � I KRUTU: 
 
 
 
 
Výpo� et polárního kvadratického momentu pr�� ezu JP a pr�� ezového modulu pr�� ezu 
v kroucení pro kruhový a mezikruhový pr�� ez: 
 
KRUH: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
MEZIKRUH: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Poznámka: Tenkost� nná trubka je zvláštním p� ípadem mezikruhového pr�� ezu 
 (zjednodušení díky s << r; R) 
  
 
 
 
 
 
 
 
 



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




����7:7:7:7:				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

DEFORMA� NÍ ENERGIE P� I KRUTU: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
U�ití Castiglianovy v� ty p� i krutu:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
STATICKY NEUR � ITÉ ÚLOHY: 
� ešení je obdobné jako u TAHU/TLAKU 
 
OBECNÝ POSTUP � EŠENÍ: 
 
0. rozhodnutí 
 
 
1. uvoln� ní 
 
 
2. nahrazení 
 
 
3. dopln� ní 
 
 
4. �ešení 
 
 

                                                 
�?�
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P� ÍKLAD (KRUT):  
Dáno: MK1, MK2, a, b, c, (� ), D, G 
Ur� it:   maximální smykové nap� tí po  
 celé délce prutu (h� ídele)t max(x) 
 
� ešení:  
 
 
 
 
 UVOLN� NÍ NAHRAZENÍ DOPLN� NÍ 
 
 
 
 
 
 
Fyzikální rovnice (Hook� v zákon pro krut): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Maximální smyková nap� tí v jednotlivých úsecích budou: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ze statické rovnice M	 �EME dopo� ítat druhý reak� ní moment:

� �
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ODVOZENÍ: 
T� SN�  VINUTÉ VÁLCOVÉ PRU�INY:  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Rozklad síly  Rozklad momentu 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nap� tí v t� sn�  vinutých válcových pru�inách: 
 
 
 
 
Poznámka: 
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Deformace t� sn�  vinutých válcových pru�in: 

Castiglianova v� ta: 
 
 
Deforma� ní energie akumulovaná v celé válcové pru�in�  (pouze od krutu – zbytek zanedbáme): 
 
 
 
Zjednodušíme výraz proto�e vše je podle p�edpokladu po celé délce konstantní: 
 
 
 
 
 
Tuhost t� sn�  vinuté válcové pru�iny: 
 
 
 

 
 
Poznámky: 
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P� ÍKLAD (PRU�INY):   
Dáno: D1, d1, i1, D2, d2, i2, G1= G2 = G a m. 
Ur� it:   t1 a t 2 (nap� tí v pru�inách po jejich spojení). 
� ešení:  
Statická rovnice rovnováhy:   Deforma� ní podmínka: 
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�  
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p�ed 
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Fyzikální rovnice (základní rovnice deformace t� sn�  vinutých válcových pru�in): 
 
 
 
Výsledná nap� tí po spojení obou pru�in: 
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KRUT PRUT �  NEKRUHOVÉHO PR �� EZU  
(dochází k deplanaci pr�� ez� ) 

(JEN PRO INFORMACI – BUDE SOU� ÁSTÍ PRU�NOSTI A PEVNOSTI II)  
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Otev�ené tenkost� nné profily:  
Základem výpo� tu je TENKÝ DLOUHÝ OBDÉLNÍK (t << h) 
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Uzav�ené tenkost� nné profily:  
Základem výpo� tu je ST� EDNICE UZAV� ENÉHO PROFILU (s):  
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SROVNÁNÍ UZAV � ENÉHO A OTEV� ENÉHO TENKOST � NNÉHO PR�� EZU: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(JEN PRO INFORMACI – BUDE SOU� ÁSTÍ PRU�NOSTI A PEVNOSTI II)  
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6. OHYB 
6.1 GEOMETRICKÉ CHARAKTERISTIKY PR �� EZU 

 
Tah/tlak: 
 
Krut:  
 
Ohyb: (OSOVÉ) KVADRATICKÉ MOMENTY PR	� EZU:   

DEVIA� NÍ MOMENT PR	� EZU: 

(OSOVÉ) KVADRATICKÉ POLOM� RY PR	� EZU: 
 
 
 
Základní definice: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ZÁKLADNÍ VLASTNOSTI: 
1) Aditivnost: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

0 

0 0 
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2) Poloha sou�adnicových os: 
 

a) CENTRÁLNÍ KVADRATICKÝ MOMENT PR	� EZU: 
 
 
b) OSA SYMERTIE PR	� EZU (musí procházet t� �išt � m T): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3) Vztah osových a polárního kvadratického momentu pr �� ezu: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
4) Posunutí sou�adnicového systému (Steinerova v� ta): 

ODVOZENÍ: 
STEINEROVA V � TA 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 

0 

� �

Tº 0 

0´ 
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5) Pooto� ení sou�adnicového systému: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6) Hlavní kvadratické momenty pr�� ezu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Tº 0 
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P� ÍKLAD (PR	� EZOVÉ CHARAKTERISTIKY):  
Dáno: b, h. 
Ur� it:   Jz, Jy a jz, jy (kvadratické momenty a kvadratické polom� ry) 
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P� ÍKLAD (PR	� EZOVÉ CHARAKTERISTIKY):  
Dáno: ÆD. 

Ur� it:   Jz, Jy a jz, jy (kvadratické momenty a kvadratické polom� ry) 

� ešení: 

� ×=
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2

A
z dAyJ

   


   A

J
j z
z =

 
y = r ×sinj �����
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6.2 NOSNÍK A JEHO VLASTNOSTI 
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Nosník =  
 
 
 
Zatí�ení nosníku: 

1) 

2) 

3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nosník MUSÍ být ulo�ený �  ulo�ení nosníku – základní typy: 
 
1) 
 
 
 
2) 
 
 
 
3) 
 
 
 
 
Zvláštní p� ípady (nap�. ve stavitelství, ...) 
 
 
 
 
 
 
Podle ulo�ení d� líme nosníky na: 

 STATICKY UR � ITÉ STATICKY NEUR � ITÉ 

 

 

 

 

Nosník: 
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Ohyb: 

 

 

Stopa ohybového momentu: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

POSOUVAJÍCÍ SÍLA T(x) A OHYBOVÝ MOMENT MO(x): 

 

 

Metoda �ezu (zavedl Euler): 

 

 

 

 

 

 

 

 

POSOUVAJÍCÍ SÍLA: 

OHYBOVÝ MOMENT: 

Statické rovnice od� íznuté � ásti: 
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Posouvající síla: 

 

 

 

Ohybový moment: 

 

 

Princip akce a reakce: 

 

 

 

POSTUP ZLEVA: 

 

POSTUP ZPRAVA: 

 

Zavedení kladných sm� r �  jednotlivých ú� ink � : 

 

 

 

 

 

 

 

 

P� ÍKLAD (PR	 B� H T(x) A Mo(x) METODOU � EZU):  
Dáno: qo a � . 
Ur� it:   T(x), Mo(x) a Mo max. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� �

T(x) 

Mo(x) 
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P� ÍKLAD (PR	 B� H T(x) A Mo(x) METODOU � EZU):  
Dáno: F a � . 
Ur� it:   T(x), Mo(x) a Mo max. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Vztah mezi Mo(x), T(x) a q(x) (Schwedlerova v� ta): 

ODVOZENÍ: 
SCHWEDLEROVA V � TA 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Výhody: Nevýhody: 

 

 

 

 

 

� �

� �

T(x) 

Mo(x) 
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P� ÍKLAD (PR	 B� H T(x) A Mo(x) SCHWEDLEROVOU V� TOU):  
Dáno: qo a � . 
Ur� it:   T(x), Mo(x) a Mo max. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D	 SLEDKY PLATNOSTI SCHWEDLEROVY V� TY: 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

7) 

� �

T(x) 

Mo(x) 
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qo 

+qo×�/2 

–qo×�/2 

� �

M 

M 

M 

qo 

qo 

� � ��

� � � �a a 

a b 

–M 

–M 

–M/� 

0 

–M×b/� 

+M/ � 

+M×a/� 

–qo×�
2/2 

–qo×� 

+qo×a 

–qo×a
2/(2×�) 

–qo×a
2/2 

� = a + b F 

F 

F 

� �

� � a 

a b 

+F×b/� 

–F×a/� +F×a×b/� 

–F×� 

–F 

–F×a 

+F 

–F×a/� 

� = a + b 

� �
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NAP� TÍ P� I OHYBU: 
 
 
 
 
Prostý ohyb – platí Bernoulliho hypotéza 

ODVOZENÍ: 
BERNOULLIHO HYPOTÉZA ROZLO�ENÍ NAP � TÍ P� I OHYBU 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Poloha neutrálné osy on: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

� �
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Sklon neutrální osy on: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rozd� lení ohybových nap� tí = co to je „c“: 
 
 
 
 
 
 
Extrémy ohybových nap� tí: 
 
 
PEVNOSTNÍ PODMÍNKA P � I OHYBU:  
 
 
 
 
 
Pr�� ezový modul v ohybu [m3] resp. [mm3] – !!!NENÍ ADITIVNÍ!!!  
 
 Nevýhodné profily Výhodné profily 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (PR	� EZOVÉ MODULY V OHYBU Woz ):  
Dáno: b a h, resp. ÆD, resp. Æd a ÆD  
Ur� it:   Woz obdélníka, kruhu a mezikruhu k ose z. 
 
 
        h                                              ÆD                                      Æd/ÆD     
 

                  b 
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Nosník stálé pevnosti: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
DEFORMA� NÍ ENERGIE P� I OHYBU: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

VLIV POSOUVAJÍCÍ SÍLY T(x) – �uravského vzorec 
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Rozlo�ení smykových nap� tí po pr�� ezu (�uravskij) – �ešíme obdélník h ³  2×b: 

 

P�edpoklady:  1) 
 

 2) 

Odvození vychází z rovnováhy od� íznuté � ásti pr�� ezu: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Aplikace na obdélník b ´  h: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Obdobné výpo� ty i pro jiné profily: 
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D� sledky uva�ování smykových nap� tí:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

SMYKOVÉ � ÁRY: 

 

 

 
DEFORMA� NÍ ENERGIE P� I SMYKU OD T(x) – pro obdélník b ´  h: 
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DEFORMACE NOSNÍK � : 
 

Deformace:  

�

�

�

�

�

�

�

 
 1) ANALYTICKÝ 
DVA P� ÍSTUPY � EŠENÍ:  
 2) ENERGETICKÝ 

 
1a) DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR	 HYBOVÉ � ÁRY (Bernoulli): 

ODVOZENÍ: 
(BERNOULLIHO) DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR � HYBOVÉ � ÁRY 
(nebudeme ji� uva�ovat vliv posouvající síly resp. smyku) 

Vztah pro nap� tí:   Hook� v zákon: 
 
 
 
 
     
Definice osové deformace: 

 
 
 
 

Definice k� ivosti (z analytické matematiky): 
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Postup �ešení: 

1. 
 
2. 
 
3. 
 
4. 
 
 
1b) ÚPLNÁ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR	 HYBOVÉ � ÁRY (spojení Bernoulliho 

rovnice pr� hybové � áry se Schwedlwrovou v� tou jako první provedl Euler): 

ODVOZENÍ: 
ÚPLNÁ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR � HYBOVÉ � ÁRY 
 
Schwedlerova v� ta: 
 
 
Bernoulliho diferenciální rovnice pr� hybové � áry: 
 
 
 
 
 
 
 
Postup: 
 
1. 
 
2. 
 
3. 
 
4. 
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v(x)  
_��`�   

vI(x)  
_�`�º �_�
�`    

vII(x)  
_�� �� `   

vIII(x)  
_�� �� `   

vIV(x)  
_�� �� `   

 

P� ÍKLAD (ANALYTICKÉ � EŠENÍ DEFORMACÍ NOSNÍKU):  
Dáno: qo, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  v(x) a j (x) 

 

 Bernoulliho diferenciální rovnice Úplná diferenciální rovnice 
pr� hybové � áry p� ímého nosníku 
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Okrajové podmínky: 
 (pro v nebo j ) (pro v, j , Mo nebo T) 

1. 1. 
 
2. 2. 
 
Odkud vychází: 3. 
 
 4. 
 
 Odkud vychází: 
Hledané funkce jsou: 
 
 
 
 
 
 Hledané funkce jsou: 
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P� ÍKLAD (ÚPLNÁ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR. � ÁRY):  
Dáno: qo, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  v(x) a j (x) 
�

� �



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




����:8:8:8:8				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

P� ÍKLAD (ÚPLNÁ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR. � ÁRY):  
Dáno: qo, � , E×Jz = konst. 

Ur� it:  v(x) a j (x) a dále maximální pr� hyb tohoto nosníku 
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P� ÍKLAD (BERNOULLIHO DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE PR. � ÁRY):  
Dáno: F, (� ), a, b, E×Jz = konst. 
Ur� it:  v(x) a j (x). 

� �



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




����::::::::	 			

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

Deforma� ní energie a pr� hyb a nato� ení nosník�  
(vektorový – Newtonský – p� ístup je nahrazen skalárním) 
 
2a) MOHR	 V INTEGRÁL (spojení Castiglianovy v� ty a vztah�  pro deforma� ní energii): 
 
 Castiglianova v� ta: Deforma� ní energie p� i ohybu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (MOHR	 V INTEGRÁL):  
Dáno: F, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  vF a j F (pr� hyb a nato� ení pod silou F) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
            Pro ur� ení vF by šlo p� ímo pou�ít Castiglianovu v� tu: 
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P� ÍKLAD (MOHR	 V INTEGRÁL):  
Dáno: M, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  j A (nato� ení v podp�� e A) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (MOHR	 V INTEGRÁL):  
Dáno: qo, � , E×Jz = konst. 

Ur� it:  vc (nato� ení v krajním bod�  C) 

     � ešení: 
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P� ÍKLAD (MOHR	 V INTEGRÁL):  
Dáno: qo, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  vC j A (pr� hyb uprost�ed nosníku a nato� ení v podp�� e A) 
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2b) GRAFICKO ANALYTICKÁ METODA  
(Vereš� aginova metoda výpo� tu Mohrova integrálu): 
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P� ÍKLAD (VEREŠ� AGINOVO PRAVIDLO):  
Dáno: F, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  vF a j F (pr� hyb a nato� ení pod silou F) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (VEREŠ� AGINOVO PRAVIDLO): 
Dáno: M, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  j A (nato� ení v podp�� e A) 
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P� ÍKLAD (VEREŠ� AGINOVO PRAVIDLO): 
Dáno: qo, � , E×Jz = konst. 
Ur� it:  vCa j C (pr� hyb a nato� ení v míst�  C). 
  
 
 

Tabulka výpo� tu pr� hybu vC: 

i AMi mTi
vC AMi ×××× mTi

vC 

1 
 
   

2 
 
   

3 
 
 

  

 vC = 
zJE ×

1
×  

Tabulka výpo� tu nato� ení j C: 

i AMi mTi
jjj j C AMi ×××× mTi

jjj j C 

1 
 
 

  

2 
 
   

3 
 
 

  

 j C = 
zJE ×

1
×  

 
 

P� ÍKLAD (VEREŠ� AGINOVO PRAVIDLO): 
Dáno: qo, � , E×J1, E×J2  
Ur� it:  vC a j C (pr� hyb a nato� ení v míst�  C). 
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SOU� INITELE PODDAJNOSTI P � I OHYBU (p � í� inkové � initele): 
Vzájemnost prací� ) = základní princip P&P 
 

ODVOZENÍ: 
BETTIHO V � TA 

 

 1. nejprve F v bod�  M a pak Q v bod�  N 2. nejprve Q v bod�  N a pak F v bod�  M 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PRO DVA OBECNÉ SILOVÉ SYSTÉMY F A Q PLATÍ PRINCIP VZÁJEMNOSTI PRACÍ 
DVOU SYSTÉM	  SIL P� I P� ETVÁ� ENÍ PRU�NÉHO T� LESA: 
 

 
 
 
Výpo� et pomocí PODDAJNOSTÍ dij: 
 
 
 
 
MAXWELLOVA V � TA O VZÁJEMNOSTI POSUV	 : 
 
 
 
Výhodné vyu�ití p� i �ešení nosník�  (poddajnosti nahrazujeme „p� í� inkovými � initeli“): 
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Vyu�ití a výpo � ty p� í� inkových � initel � : 
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1. systém p�edstavuje jednotkový ú� inek v míst�  hledané deformace  
 
2. systém p�edstavuje soustava ostatních sil F1 ... Fn  
 
 
 
 
 
 
 
Skute� ný nosník: 
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STATICKY NEUR � ITÉ NOSNÍKY � ):�
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Volný  
konec: 
 
 
Kloubová 
podp� ra:  
                  �
):
M)9
�
�
 
Posuvná 
podp� ra: 
 
 
Pevné 
vetknutí: 
 
 
OBECNÝ POSTUP � EŠENÍ: 
 

0. rozhodnutí 
 
 

1. uvoln� ní 
 
 

2. nahrazení 
 
 

3. dopln� ní 
 
 

4. �ešení 
 
Silové ú� inky nahrazující odebrané vazby a deforma� ní podmínky: 
+ bez uva�ování horizontálních sil (SFx: 0 = 0) 

 Posuvná podp� ra: Kloubová podp� ra: Vetknutí: 
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P� ÍKLAD (STATICKY NEUR� ITÝ NOSNÍK): 
Dáno: qo, � , E×Jz = konst.  
Ur� it:  Mo(x) (pr� b� h ohyb. momentu po celé délce prutu). 
 

 
 
 

� �
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P� ÍKLAD (STATICKY NEUR� ITÝ NOSNÍK): 
Dáno: qo, � , E×Jz = konst.  
Ur� it:  vhodn�  uvoln� te, napište deforma� ní podmínku 
 a nakreslete momentové plochy. 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
P� ÍKLAD (STATICKY NEUR� ITÉ NOSNÍKY):                  qo                                                 F 

Dáno: qo,(F, M), � , a, E×Jz = konst.  
Ur� it:  uvoln� te, napište deforma� ní podmínku                       �����������a��������������������������a�
 a nakreslete momentové plochy. 
� � � � � � � ��M 
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–qo×a×(a/2+ �)                           –F×(a+�)                                    –M 
 
       +qo×a2/4                                  +F×a/2                                       +M/2 
 
                                   –qo×a2/2                                    –F×a                                               –M 
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7. STABILITA 
P� ÍMÝCH PRUT �  NAMÁHANÝCH NA TLAK – VZP � R 

 
 
 

VZP� R – vychází ze T� ECH základních stav� : 
 
1. Stabilní: 
 
 
2. Indiferentní: 
 
 
3. Labilní: 
 
 
STABILITA: 
 
 
 
PEVNOST VZP� RNÁ: 
Vzp� ra: 
 
 
 
 
4 základní p� ípady podle zp� sobu ulo�ení: 

 
I. p� ípad: 
 
II.  p� ípad: 
 
III.  p� ípad: 
 
IV.  p� ípad: 
 I. II. III. IV. 
 
Další dopl� ující p� ípady – NE� EŠÍME!!! 

Základní p�edpoklady �ešení: 
 
1. ideální 
 
2. ideální 

ideální4 �  vyšší k 
3. ideální 
 
4. ideální 
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Skute� nost: 
 
 
 
KLASICKÉ � EŠENÍ PROVEDL LEONARD EULER� ) 
 
 
 

ODVOZENÍ: 
II. P� ÍPAD VZP � RU (základní a nejjednodušší) 

 
1. Momentová rovnice: 
 
 
2. Bernoulliho dif. rovnice 

 
 
 

Zavedeme pro zjednodušení: 2

min

a=
×JE

F
  resp.   

minJE
F
×

=a   [m–1]. 

 
 
 
Okrajové podmínky (pro II. p� ípad vzp� ru): 1. 
 
 
 2. 
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ODVOZENÍ: �
I. P� ÍPAD VZP � RU 

 
1. Momentová rovnice: 
 
 
2. Bernoulliho dif. rovnice 

 
 
 

Zavedeme pro zjednodušení: 2

min

a=
×JE

F
  resp.   

minJE
F
×

=a   [m–1]. 

 
 
 
Odhad partikulárního �ešení: 
 
 
 
 
Okrajové podmínky (pro I. p� ípad vzp� ru): 1. 
 
 
 2. 
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ODVOZENÍ: 
III. P � ÍPAD VZP � RU 

 
1. Momentová rovnice: 
 
 
2. Bernoulliho dif. rovnice 

 
 
 

Zavedeme pro zjednodušení: 2

min

a=
×JE

F
  resp.   

minJE
F
×

=a   [m–1]. 

 
 
 
Odhad partikulárního �ešení: 
 
 
 
 
Okrajové podmínky (pro III. p� ípad vzp� ru): 1. 
 
 
 2. 
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ODVOZENÍ: 
IV. P� ÍPAD VZP � RU 

 
2. Momentová rovnice: 
 
 
2. Bernoulliho dif. rovnice 

 
 
 

Zavedeme pro zjednodušení: 2

min

a=
×JE

F
  resp.   

minJE
F
×

=a   [m–1]. 

 
 
 
Odhad partikulárního �ešení: 
 
 
 
 
Okrajové podmínky (pro VI. p� ípad vzp� ru): 1. 
 
 
 2. 
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PODMÍNKA PLATNOSTI EULEROVA VZTAHU – PRU�NÝ ROZSAH VZP� RU: 
 
Kritická síla (dle Eulera): 
 
 
Kritické nap� tí: 
 
 
Podmínka elastického chování prutu: 
 
 
Štíhlost prutu: 
 
 
Mezní štíhlost prutu: 
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��
Js u �  210 N×mm–2 
  E = 2,1×105 N×mm–2K�,P����M�5�0�����D��
?�C�0�G�C0��#�C�J,���p2 �  10KW�
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$PC,
��:?,E�)$PC,
��:?,E�)$PC,
��:?,E�)$PC,
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�
?�C�G�C0��#���
?�C�G�C0��#���
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A�
��5�#��:�F�C�:G
�0�;�DP�?F!�
��C�0�,PC,
�S�:?,E�)�,���
�	
��
��
��)�
�
W�

2
min

2
IV.I.

1.

�
�

JE
nFkr

××
×=¸ ����

� %�� %%�� %%%�� %���
�
�
�

�
�
�

�
 n = 1/4 n = 1 n �  2 n = 4 

� cvv ×=×+¢¢ 22 aa ������ 02 =×+¢¢ vv a ������� ( )x
F

H
vv -××=×+¢¢ �22 aa �������

F

M
vv ×=×+¢¢ 22 aa �

A!�
9�:5�,���C�!DW�
 v(0)  = 0 v(0) = 0 v(0)  = 0 v(0)  = 0 
 vI(0) = 0 v(�) = 0 v I(0) = 0 vI(0) = 0 
 v(�)  = c  v(�)  = 0 v(�)  = 0 
�I#�
��F�1�����
����!F���:���
W�
 cos(aaaa ×�) = 0 sin(aaaa ×�) = 0 tg(aaaa ×�) = aaaa ×�� cos(aaaa ×�) = 1 
�

���E!�
�I�0�#�
�GC�0�!��0F�0��?
��
�5?��,�9
��Q��*T=A�.&b�*d	=.R�
��)�
�S:�:?��
���F��:
�W� 

� %�� %%�� %%%�� %���
�
�
�

2
min

2
IV.I.

1.

�
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F

�

××
=¸ �

�
�
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�)!�:
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� 9
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���� �red�Z�2×�����
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�
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0��
?��!�
>���
� �
����
��
�)!�:
��)��5�!�)W�

n
red

�
� = �����������������������������������������
#,����������

2

��
�

�
��
�

�
=

red

n
�
�

���������

Fkr. Fkr. Fkr. 
Fkr. 

� �

� re
d �

Fkr. Fkr. Fkr. 

Fkr. 
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NEPRU�NÝ ROZSAH � EŠENÍ VZP� RU – nap� tí p�ekro� í mez úm� rnosti: 
 
Dimenzování prut� : 
 
 
Málo štíhlé pruty: 
 
 
Redukovaný modul pru�nosti: 
 
 

Nejjednodušší definice: 
 
 
 
Engesserova definice: 

 
 
 
 Výsledný vztah: 
 
 
 
� ešení pomocí EMPIRICKÝCH VZORC	 : 
 
 
 
Nej� ast� ji Tetmajerova náhrada: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

&E!�D�,���l  £ 30�):
M)9
�
�
,�)?
�;�#�I���
!��
?�#�
�����D�  

 

30 l mez 
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VÝPO� TY NA VZP � R (ztrátu stability, vybo� ení, ...): 

Výpo� et dovolené síly FD = ? 
(znám rozm� ry vzp� ry a její materiál) 

 
1. Rozhodování: 
 
 
 
 
2. Výpo� et (podle vhodného vztahu): 
 
 
 
 
3. Konec výpo� tu: 

Výpo� et rozm� r�  (dimenzování) rozmD = ? 
(znám zatí�ení vzp� ry, je jí materiál a tvar pr�� ezu) 

 
1.  Návrh dle Eulerova vztahu: 
 
 
 
 
2.  Kontrola platnosti Eulerova vztahu: 
 
 
 
 
3. Konec NEBO p�epo� et dle Tetmajerova 

vztahu: 
 
 
 
 
4. Konec výpo� tu: 

 

P� ÍKLAD (VÝPO� ET DOVOLENÉ SÍLY): 
Dáno: s K = 260 N×mm–2, s u = 200 N×mm–2, E = 2,1×105 N×mm–2,  

�  = 0,7 m, Æd = 30 mm, k = 3,5.  

Ur� it:  FD (dovolená síla pro I. p� ípad vzp� ru). 

� ešení: ��
&
9,�:
�,�,CG
�
�1
��
�����,�)�)�J:?,E�DKW�

4
min 64

dJ ×=
p

����
��� 2

4
dA ×=

p
����� ��

4
4

64
2

4

min
min

d

d

d

A
J

i =
×

×
==

p

p

��

B�C0��#��P
G
�50��,�)�)��
�D��)�
W���������� 3,93
30

70044

min

=
×

=
×

==
di

��
l ��

�
?�C�G�C0��#��,���%��,PC,
��:?,E�)�9
W��� 9,50
200

101,2
4
1 522

I.
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××
×=

×
×=

p
s

p
l

u
mez

E
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$����M
�l  > l mez�,��:
�
�
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��,���
��)�
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�:?�
0)W�

N04542
700256

30101,2�
256

�64
�

�

4
1�

2

453

2

43

2

4
2

2
min

2
I.
1. =

×
×××

=
×
××

=

×
××

×=
××

×=
���
dE

d
EJE

nFkr ��

 �
�
�F���:��
�F�#C�
��
�D��)�
W�

kN12N01312
5,3

04542I.
1. »==£

k

F
F kr

D ��

� �

Æd 

FD = ? 

� 
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P� ÍKLAD (VÝPO� ET DOVOLENÉ SÍLY): 
Dáno: s K = 260 N×mm–2, s u = 200 N×mm–2, E = 2,1×105 N×mm–2,  

�  = 0,3 m, a´ b = 20́ 40 mm, k = 4.  

Ur� it:  FD (dovolená síla pro IV. p� ípad vzp� ru a pak pro I., II. a III.). 

� ešení: 
&
9,�:
�,�,CG
�
�1
��
�����,�)�)�J:?,E�DKW�

baJ ××= 3
min 12

1
����
��� baA ×= ����� ��

32
12
1 3

min
min

×
=

×

××
==

a
ba

ba

A
J

i ��

B�C0��#��P
G
�50��,�)�)��
�D��)�
W���������� 40
30

300432

min

=
×

=
××

==
ai
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l ��

�
?�C�G�C0��#��,���%���,PC,
��:?,E�)�9
W��� 6,203
200

101,2�
4

� 522
IV.
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××
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u
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E
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s
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�
�
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��,���
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��
9
��:
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0)W�

N570198402040
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200260
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.
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�

�
�
�

�
×
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�
×
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-=×= baAF

mez

uK
K

T
krkr l

l
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 �
�
�F���:��
�F�#C�
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�D��)�
W�

kN6,49N64249
4

5701981. »==£
k

F
F kr

D ��

&D�C�9
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N�9
!�:I#�
�
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××
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200
101,2�

1
52

II.
. =

××
×=mezl � 0,144

200
101,2�

2
52

III.
. =

××
×=mezl N�

� MPa213. =
T
krs � MPa236. =

T
krs � MPa243. =T

krs N�

� kN42,6 »DF � kN47,2»DF � kN48,7 »DF ��
�

��%�� ,PC,
�)� :?,E�)�J�
9�5�E��0D��:E� �)0F� :?,E�
K� :D�0F?C� ��:��
�F�#C�
� ��
� �� ��p� ��MGC� �
M�9
�
��:��
�F�#C�
�:
�%���,PC,
�)�:?,E�)�J�0D��:E��
9�)MGC�:?,E�
K���

� �

a´ b 

FD = ? 

� 
Fkr. Fkr. Fkr. 
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P� ÍKLAD (DIMENZOVÁNÍ VZP � RY): 
Dáno: s K = 280 N×mm–2, s u = 210 N×mm–2, E = 2,1×105 N×mm–2,  

�  = 0,5 m, F = 300 kN, k = 3,5.  

Ur� it:  Æd (pot�ebný pr� m� r ty� e pro III. P� ípad vzp� ru). 

� ešení: 
�G
�0�D�1
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����!5��0
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8. KOMBINOVANÉ  NAMÁHÁNÍ 
 Tah/tlak (s ) Krut (t ) Ohyb (s ) Smyk od T (t ) 
 
P�edpoklady: 1. 
 
 2. 
 
 3. 
 
Rozd� lení vnit�ních ú� ink� : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 SÍLY: MOMENTY: 

 Fx Mx 

 Fy My 

 Fz Mz 
 
Obvykle zna� íme: Fx = N   ;   Fy = Tz   ;   Fz = Tz   ;   Mx = MK   ;   My = Moy   a    Mz = Moz. 
 
Normálová nap� tí s  : 
 
Smyková nap� tí t  : 
 
 
 
 
 
 
 
Kombinace:  
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PROSTOROVÝ/ŠIKMÝ OHYB (OHYB + OHYB): 
a) Stopa ohybového momentu StMo NENÍ toto�ná ani s jednou z hlavních os setrva� nosti. 
b) Neutrální osa on NEMUSÍ být kolmá ke stop�  StMo. 
 
 

 -  OHYB -  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Maximální nap� tí p� i šikmém ohybu/dimenzování: 
Poloha neutrální osy: 
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Grafická (skalární) konstrukce neutrální osy: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Pevnostní podmínka/podmínky p� i šikmém ohybu: 

1. HOU�EVNATÝ MATERIÁL 2. K � EHKÝ MATERIÁL 
 
 

 
Postup �ešení:  
1. 
 
2. 
  

 a) 
 

 b) 
  

3. 
 

4. 
 

5. 
 
6. 
 

�
�
�
�
�
�

#$1I#$1  
 
 
 
 
 

�
#5$,I#5$,�
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P� ÍKLAD (ŠIKMÝ OHYB): 
Dáno: s D = 120 N×mm–2, E = 2,1×105 N×mm–2,  

�  = 0,3 m, b = 30 mm; h = 60 mm; F = 1 000 N.  
Ur� it:  s red (a provést pevnostní kontrolu). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Deformace p� i šikmém ohybu: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

� �
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EXCENTRICKÝ TAH/TLAK (OHYB + TAH/TLAK): 
a) Síla F p� sobí kolmo k pr�� ezu 
b) Síla F nep� sobí v t� �išti pr �� ezu -  p� sobí- li na hlavní centrální ose �  ROVINNÝ OHYB  
 -  nep� sobí- li  na hlavní centrální ose �   ŠIKMÝ OHYB 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
POZOR! Neutrální osa on se posouvá mimo t� �išt � . 
 
 
 

P� ÍKLAD (EXCENTRICKÝ TLAK): 
Dáno: s Dt = 150 N×mm–2, s Dd = 200 c,  

a = 20 mm; F = 10 000 N.  

Ur� it:  k (bezpe� nost vzhledem k dovoleným hodnotám). 

 � ešení: 
���� 3	.=3	.=3	.=3	.=WWWW����
 N = F = 10 000 N 

� s t = –N/A = –F/a2 = –10 000/202 = –25 N×mm–2 
����
A 4"A 4"A 4"A 4"����J?�
�:?0�
�
��!��#
�DDDDKWWWW����
Moy = F×a/2 = 10 000×20/2 = 1×105 N×mm 
s o max/min = ±Moy/Woy = ±6×Moy/a3 = ±6×1×105/203 = ±75 N×mm–2 
�
��*T=A�.&d�&.$k3]W��*T=A�.&d�&.$k3]W��*T=A�.&d�&.$k3]W��*T=A�.&d�&.$k3]W����

�������������J��
!KW�½s t + so½= ½–25 – 75½ = 100�N×mm–2��
s red�Z�
��������������J�
0KW��s t – so = –25 –(–75) = +50�N×mm–2��
�
$��&A23&]�=A&3�A	.W$��&A23&]�=A&3�A	.W$��&A23&]�=A&3�A	.W$��&A23&]�=A&3�A	.W����
3
0W��kt = s Dt/s red (tah) = 150/50 = 3,0�
� � �k = min(kt ; kd) = 2,0�
3�
!W�kd = s Dd/s red (tlak) = 200/100 = 2,0�

� �

a 

a 
a 

y 

z 

F 

3.
 

3.
 

3.
 

3.
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OHYB + KRUT 
Budeme �ešit jen kruhový nebo mezikruhový pr�� ez, kde jsou pom� rn�  jednoduché vztahy 
pro výpo� et smykových nap� tí t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rovinná napjatost: 
 
Teorie (hypotézy) pevnosti: 
 
ssss MAX : 
 
 
MOHR: 
 
 
tttt MAX : 
 
 
Energetická (H.M.H.): 
 
 
 
Hou�evnatý materiál – úprava vztah�  pro kruhový a mezikruhový pr�� ez: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�
�
�
�
�
�

#$1I"9-,  

 
 
 
 
 

�
#5$,I"9-,�
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TAH/TLAK + KRUT 
Budeme op� t �ešit jen kruhový nebo mezikruhový pr�� ez, kde jsou pom� rn�  jednoduché 
vztahy pro výpo� et smykových nap� tí t . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Rovinná napjatost: 
 
Teorie (hypotézy) pevnosti (jen pro hou�evnatý materiál): 
 
tttt MAX : 
 
Energetická (H.M.H.): 
 
 
 
Úprava vztah�  pro kruhový a mezikruhový pr�� ez: 
 
 
 
 
 
 
Praktický postup: 
 
1. 
 
2. 
 
3. 
 
4. 
 

a) 
 
b) 
 
c) 

 
 

 
 
 
 
 

�
#$1I"9-,�
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P� ÍKLAD (OHYB A KRUT): 
Dáno: s D = 200 N×mm–2, F = 1 000 N  

a = 500 mm; �  = 1 000 mm.  
Ur� it:  ÆdD (dovolený – vyhovující – pr� m� r h� ídele). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P� ÍKLAD (TAH A KRUT): 
Dáno: s D = 70 N×mm–2,  

m = 500 kg, MK = 6 000 N×mm.  
Ur� it:  ÆdD (dovolený – vyhovující – pr� m� r h� ídele). 
 

� �

� �
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9. NAMÁHÁNÍ P � I PROM � NLIVÉM ZATÍ�ENÍ 
(tvarová pevnost, únava, …) 

 
 
 
 
 
Únavový lom: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
MIKROSKOPICKÉ TRHLINY: 
 
 
 
Fyzika kov� : 
 
 
 
Praktické zkoušky: 
August Wöhler� ) 
 
 
 
Dosavadní p�edpoklady �ešení p� íklad�  P&P: 

1. STATICKÉ (quazistatické) ZATE�OVÁNÍ 

2. STÁLÝ PR	� EZ SOU� ÁSTI bez náhlých zm� n 

3. IDEÁLNÍ MATERIÁL (homogenní se známými vlastnostmi) 
 

� K�&E�
�!I� �
�0��!� .)1)#��670�
�.)1)#��670�
�.)1)#��670�
�.)1)#��670�
�� J����� �� ����K� ,�
�)9C�C� ,��� �E�
�!5� ��F0D� 
� �D��#D�
�� ?�F�50�� �0
��!
�
����H��
����0�670�
�
��2:�9���
�����U�
:�:50��,�G!�?
�C�,�,�:5�,P
�#�
:���:����
������  
Cyklické zat� �ování: 
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Opakující se zatí�ení nahrazujeme ekvivalentním HARMONICKÝM zat� �ováním.  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Sou� initel nesoum� rnosti cyklu:     
 
 
 
 
 
 
Typy zatí�ení: 
 

R = 1 R Î (1 ; 0) R = 0 R Î (0 ; - 1) R = - 1 
 
 
 
 
 
 
 

�23.3%/=d�23.3%/=d�23.3%/=d�23.3%/=d���� $T	LT(]/]$T	LT(]/]$T	LT(]/]$T	LT(]/]���� �](%�d�](%�d�](%�d�](%�d���� 23Y]*.�d23Y]*.�d23Y]*.�d23Y]*.�d���� 23Y]*.�d23Y]*.�d23Y]*.�d23Y]*.�d����
��J8)
?�#�
���!5K� � � �
#D�
����!5� #D�
����!5�

 

Dva zvláštní p� ípady: 

MÍJIVÝ ST� ÍDAVÝ SYMETRICKÝ 
 (tento cyklus zkoušel Wöhler) 
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�
DIAGRAMY: 
ST� ÍDAVÉ SYMETRICKÉ ZATÍ�ENÍ 

1. Wöhler� v diagram º  Wöhlerovy k� ivka 
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PULZUJÍCÍ ZATÍ�ENÍ: (vše se sestavuje pro trvalou �ivotnost N ®  ¥ ) 

Upravený Wöhler� v diagram º  upravená Wöhlerovy k� ivka 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tento diagram se k praktickým výpo� t� m vyu�ívá minimáln� ! 
 
2. Haigh� v diagram – závislost mezní amplitudy s A na st�edním nap� tí s m:     s A = f(sm) 
 

1) HOU�EVNATÝ MAT.: 
 
2) K� EHKÝ MATERIÁL.: 
 
3) LITINA (vyhovující): 

 
 
 

2�PC�
:5�#D�
����!5 
� �C9�:5�
 2�PC�
:5��
#D�
����!5�
  
� $)�?)9C�C�
 
 
 
 
 

 2�
���!5�
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

R = - 1 

R = 0,5 
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Upravený Haigh� v diagram pro jednodušší konstrukci: 
 

R = - 1 

R Î (-1 ; 0) 

R = 0 

  

  

 R Î (0 ; 1) 

 

 R = 1 
 
 
 
 
 
 
 
$�!)���
?�F��#�);����
�� y N��
!���0)�,�)MC��,P����M�5�0�����D�,���
�,
:��#����
�
��F�)��D,)��
�F0F�C��

3333."T	=.."T	=.."T	=.."T	=. ����J$Y%"	%<&d� A*&A34�2ATO%&%3�	��y  = tg aKW���� ����

$
:��#��:$
:��#��:$
:��#��:$
:��#��:�����
0)��
0)��
0)��
0)�ssss Pt����____&&&&××××������ �� �������� `̀̀̀���� ����������������++++����������������� ��� ����������������++++����������������� ��� ����������������� ��������������������������� ���� ������������������������� ��������������������������� ����
�
�
�
�
0[��
!N��0D�0[��
!N��0D�0[��
!N��0D�0[��
!N��0D����� �N��� �N��� �N��� �N���¸ ��N���

!�)�!�)�!�)�!�)����� �N��� �N��� �N��� �N���¸ ��N���
 
 
3. Smith� v diagram – závislost mezní amplitudy s A na st�edním nap� tí s M:     s A = f(s M) 
 
 
 
 
 
 

� �
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Zjednodušený Smith� v diagram pro jednodušší konstrukci: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
$�!)���
?�F��#�);����
�� y N��
!���0)�,�)MC��,P����M�5�0�����D�,���
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�
��F�)��D,)��
�F0F�C��

3333."T	=.."T	=.."T	=.."T	=. ����J$Y%"	%<&d� A*&A34�2ATO%&%3�	��y KW���� ����
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:�F:D#�!�,
:�F����
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�/0����:F���
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�F���
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�F���
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�����

�
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!N��0D��
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!N��0D��
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!N��0D����� �N��� �N��� �N���¸ ��N��� �N���
!�)�!�)�!�)�!�)����� �N��� �N��� �N��� �N���¸ ��N���

 
Vliv p �etí�ení – zohledníme ve Wöhlerov�  diagramu tzv. FRENCHOVOU � ÁROU 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Frenchova � ára je � ára dovoleného p�etí�ení p� i zachování p� vodní meze únavy ssss c. 
 

� �
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KONCENTRÁTORY NAP � TÍ (VRUBY): 

Rozd� lení: 
 
1. KONSTRUK� NÍ 
 
 
2. TECHNOLOGICKÉ 
 
 
3. METALURGICKÉ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sou� initel tvaru aaaa  (v míst�  vrubu vzniká lokální zm� na napjatosti – nap� tí místn�  roste) 
-  popisuje geometrii vrubu  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 p� íznivé 
Ovlivn� ní vrub� :  �     superpozice 
 nep� íznivé 
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Sou� initel vrubu bbbb  (v míst�  vrubu vzniká prostorová napjatost – okolí brání vzniku kr� ku) 
-  popisuje materiál vrubu  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
P� i ur� ování b zavedl A. Thum� K  pojem VRUBOVÁ CITLIVOST 
 
 
 
 
 
 
 
 
Tento stav výrazn�  ovlivní HAIGH	 V DIAGRAM: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sou� initel velikosti eeeev (velikost sou� ásti ovliv� uje „únavové“ vlastnosti sou� ásti) 
 
- STATISTICKY 

 
- TECHNOLOGICKY 

 
- ROZD� LENÍ NAP� TÍ 
 
�

� K�$�9
��#�);����
��:�)�)�
�:�)��:F������:�#��?
:
��� 9
!��,�:�C��E�
�!I�>D?�!�.� �3�)�.� �3�)�.� �3�)�.� �3�)��:����
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22

0766,0
4

)95,0(
4

D
DD

Vexpon. ×=
××

-
×

=
pp

 

      
hbhbhbVexpon. ××=××-×= 05,0)95,0(  

 
 
Sou� initel jakosti povrchu hhhh P (povrchová vrstva a její stav je d� le�itý pro nukleaci defektu) 
Únavové zkoušky – LEŠT� NÝ POVRCH. 
 
 
 
 
 
 
 
 
ÚPRAVY POVRCHU  
 
 
 
Pro zlepšení únavových vlastností pou�íváme: 
 
- MECHANICKÉ ÚPRAVY 
 
 
- CHEMICKÉ ZPRACOVÁNÍ 
 
 
- NAP�	 OVÉ TESTY 
 
 
Vliv koroze: 
 
 
Vliv teploty: 
 
 
 

�    hb
hb

Dekv ××=
××

= 808,0
0766,0

05,0
.  
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Výpo� et meze únavy reálné sou� ásti 
(po� ítáno pro neomezenou �ivotnost N = 1×107 a více cykl� ). 
 
Všechny vlivy:  
 
 
 
 
 
 
 
MÍRA BEZPE� NOSTI – trvalá pevnost sou� ásti (neomezený �ivot) 
 
Minimální míra bezpe� nosti: 
 
1) 
 
2) 
 
3) 
 
4) 
 
 
ST� ÍDAVÉ SYMETRICKÉ ZATÍ�ENÍ (nejjednodušší) 
 
 
 
 
 
 
PULZUJÍCÍ ZATÍ�ENÍ – vyu�ijeme Haighova diagramu 
 

��� �  
 
 
��� �  
 
 
��� �  

 
 
 
 
 
 
 
 
Neznáme- li skute� ný charakter zat� �ování s a = f(sm), pomáháme si ve výpo� tech náhradním 
PROSTÝM ZAT � �OVÁNÍM (spojnice O – P �  ob�  veli� iny s a i sm se m� ní proporcionáln� ). 
Pr� se� ík � áry prostého zat� �ování s mezní � arou je pak mezní bod M. 

1 

2 

3 
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KOMBINOVANÉ NAMÁHÁNÍ P � I CYKLICKÉM ZATÍ�ENÍ 
 
Nejjednodušší je st� ídavý symetrický ohyb + st� ídavý symetrický krut a prosté zat� �ování: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Poznámka:  
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P� ÍKLAD (PULZUJÍCÍ TAH): 
Dáno:  materiál – ocel, zp� sob opracování  
 Fh, R, rozm� ry (B, b, r , s)  

Ur� it:        k (výslednou bezpe� nost na únavu – nekone� ný �ivot). 

� ešení: 
���=�A=W���=�A=W���=�A=W���=�A=W����
$�,�#�?
�CM
�CW�Fh�q�R�� �Fm = Fh×(1 + R)/2����
���� Fa = Fh×(1 – R)/2����
$�,�#��
�F0F�CW�sm = Fm/A = Fm/(b×s)����
����� sa = Fa/A = Fa/(b×s)���

���=�A=W���=�A=W���=�A=W���=�A=W����
$�,�#��
�
��F�)W�s Pt�� �s Kt � �s c�
A�0
��,����
0[��
!W�y  = 0,2�� �sF = s c/y ��

���=�A=W���=�A=W���=�A=W���=�A=W����
$�,�#�#�);F#��W� 
K�#�);����
���:
�)�J?�1
��
���
KW�a �
��������� ������������������������������������������������a �������r /b�

�����������������������������������������������r /(B-b)        
�

� �K�:�)��:F������:�#��J?�1
��
���
�
�,���
��
�
��F� )KW�q���������������������������������sPt
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�
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Dekv. 
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P� ÍKLAD (PULZUJÍCÍ OHYB A ST� ÍDAVÝ SYMETRICKÝ KRUT): 
Dáno:  materiál – ocel 11 550, soustru�eno 
 Æd = 100 mm; ÆD = 120 mm; r  = 2 mm, 
 MKa = 5×106 N×mm,  
 Mom = 5×106 N×mm a Moa = 2×106 N×mm.  
Ur� it:        k (výslednou bezpe� nost na únavu – nekone� ný �ivot). 
 
1. POPIS NAMÁHÁNÍ: 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. POPIS MATERIÁLU: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

450 N×mm–2 

sPt = 370 N×mm–2 

550 N×mm–2 
650 N×mm–2 

750 N×mm–2 

850 N×mm–2 

sM [N×mm–2] 

s H
 [N

×m
m

–2
] 1 300 

1 200 

1100 

1 000 

900 

800 

700 

600 

500 

400 

300 

200 

100 

0 

OHYB 

uhlíkové 
oceli 

1 000 N×mm–2 
1 150 N×mm–2 
1 500 N×mm–2 

1 600 N×mm–2 
slitinové 

oceli 

� �
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3. POPIS SOU� ÁSTI: 
Sou� initel tvaru a � ) 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Vrubová citlivost q: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Sou� initel tvaru b: 
 
 
 
 
 
� K����E!�
�I�0�,PC�);!F�0��?
�,���:I,�;
��#�);����
�
��:
�)� a ��
9C��
�,����!5�:?���
N�!�
�5��
!5�:D)MC:F��F#���9W�

www.fatiguecalculator.com. 
$���
��E�0���:I,�;�S�:D�0F?CW�a ��Z��N���
�a ��Z��N��� L�:I#�
�!S��
�D�:D�0F?C���?�C���,���������1�
�)���
�+��N�p�)��0D�)�
���
�+�N�p�)�!�)�)���

Sou� initel jakosti povrchu hp: 
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Sou� initel velikosti ev: 
 
 

#�"

"�'

"�*

"�$

"�(

"��

e v
o,
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vt
 [1

] 

"������������������������������" ������������������������ ���#""��������������� ����������#�"�

ÆD [mm] 

"�������4�5�6�7	���� �
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������	7���	�:�
���	���60���:;����

������7	�����7	��:��	�:�
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��	3	
  

#�"�

"�' �
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"�� �

"�� �

"�� �

"�� �

"�#�

h P
 [1

] 

�""��������""�������$""��� �����'""������#�#""�����# ��""�����#�""�

sPt [N×mm–2] 
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4. VÝPO� ET BEZPE� NOSTI 
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Poznámka: 
(
��F�#
���9
�
��?��
9��?#F0�
9GC�0�:I,�;�SN�!�
�I��?
�:��F����?!�)G!D�Q#��0��)�R��L
�?!)G
��#���
�
�
:C�N�M
�9�M����)0�)����)��
!�����?#F0�I�,PC!�
���
�D��?
�F:F����E�G���)�9#�)�:��
�D�,PC!�
�D�9
��
�
�9
�
��?,S#����
�F0F�CN�
����
!�9#�)���#��,�
��5�
�?
�
��)��
�
��)�;F#��?!�)G!�:5�,C#
�!DXXX�

� �



�����������	
	�������	
	�������	
	�������	
	� ���������������������������	
 	
	
	




����
�8
�8
�8
�8				

���������	�	��	�
	��

	
��
�	 	 ���	 ���!"��	#	$�%$&	 '&()�$*+,	�	'�-�$*+,	
.�	�����/,0�12$	&$�(	���3���
�	 	 4*+�-	/�02��,��5	%, $/�02��,��	�	/�02�+&$�,��	
 

10. TENKOST� NNÉ NÁDOBY 
(sko� epiny) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
MEMBRÁNOVÝ STAV: 
 
 
 
Podmínky zajišt� ní membránového stavu: 
 
1) 
 
2) 
 
3) 
 
4) 
 
 
Porušení membránového stavu: 
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ROTA � N�  SYMETRICKÉ SKO � EPINY: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Hlavní polom� ry k� ivosti -  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
NAPJATOST ROTA� N�  SYMETRICKÉ MEMBRÁNY: 
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P� ÍKLAD (TENKOST� NNÁ KULOVÁ NÁDOBA):  
Dáno:  p, R, s, E a m 

Ur� it :  s 1 a s2 (hlavní nap� tí vznikající v plášti nádoby) 
 pD (dovolený tlak podle teorie t MAX )  
 DR a Ds (zm� ny hlavních rozm� r�  nádoby) 
 U (celkovou deforma� ní energii akumulovanou  
       v plášti kulové nádoby) 

� ešení: 
LF!�
�
��P
G
�C�9
�	
,�
�
�:
���:���
�),�
:
�F�,��� ,P
�,�!�
�DW�

R1 = R2 = R������� �����s1 = s2 = s  ����Js 3 = 0K��
J)�!)��:5��F���D��
�?
���?0����)�N�!�
�I�#�E��9
��
;�I�
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�I�
#�E��9
��#�:IN�,����M
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P� ÍKLAD (TENKOST� NNÁ VÁLCOVÁ NÁDOBA):  
Dáno:  p, R, s, E a m 
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P� ÍKLAD (TENKOST� NNÁ KU�ELOVÁ NÁDOBA):  
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... jak to funguje?          
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Instalace tenzometru: 
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P� ÍKLAD (TENZOMETRIE – VYHODNOCENÍ NAM�� ENÝCH DAT): 

Dáno: P�i m�� ení tenzometrickou r� �icí (0°–45°–90°) byly v daném 
míst�  zkoumané sou� ásti nam�� eny  deformace:  
e0 = 694 mi, e45 = –218 mi a e90 = –252 mi. 

 Tato sou� ást je vyrobena z  oceli (E = 2,1×105 N×mm-2, 
m = 0,3 a s K = 240 N×mm-2). 

Ur� it: Hlavní nap� tí s 1,2 a redukované nap� tí s red. podle teorie t MAX 
v� etn�  sm� r�  a celkovou bezpe� nost kK v�� i mezi kluzu. 
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P� ÍKLAD (TENZOMETRIE – NÁVRH SILOM� RU NA BÁZI TENZOMETR	 ): 

Dáno: Jednoduchý silom� r je ur� en pro m�� ení síly Fmax = 150 000 N, jeho  
základní rozm� ry jsou: D = 110 mm, d  = 100 mm a je vyroben 
z b� �né oceli (E = 2,1×105 N×mm-2, m = 0,3 a Re = 235 N×mm-2). �

Ur� it: Maximální velikost výstupního signálu UA max , je-li sníma�  napájen 
konstantním nap� tím UB = 5 V. P�i výrob�  byly pou�ity � ty� i shodné 
jednoduché fóliové tenzometry s k-faktorem k = 2,05. 
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P� ÍKLAD (TENZOMETRIE – NÁVRH SILOM� RU NA BÁZI TENZOMETR	 ): 

Dáno: Rozm� ry ocelového (E = 2,1×105 N×mm-2 a m = 0,3) sníma� e 
krouticího momentu jsou D = 60 mm a d = 40 mm.�Podle obrázku 
byl ve st�ední � ásti nainstalován speciální tenzometrický k� í� pro 
m�� ení smykových nap� tí (k-faktor obou vinutí je k = 1,98). 
Jednoduchý silom� r je ur� en pro m�� ení síly Fmax = 150 000 N, jeho  
základní rozm� ry jsou: D = 110 mm, d  = 100 mm a je vyroben 
z b� �né oceli (E = 2,1×105 N×mm-2, m = 0,3 a Re = 235 N×mm-2).  

Ur� it: Stanovte velikost p�enášeného krouticího momentu MK sníma� em, jestli�e na m�� icí 
aparatu�e bylo nam�� eno výstupní nap� tí UA = 0,002 V p�i napájecím nap� tí UB = 10 V. 
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P� ÍKLAD (TENZOMETRIE – NÁVRH SILOM� RU NA BÁZI TENZOMETR	 ): 

Dáno: Tenzometrický sníma� e síly zalo�eného na principu zat� �ování tenkého 
rámu ve tvaru kru�nice podle obrázku. Sníma�  je osazen � ty�mi 
odporovými tenzometry zapojenými do celého mostu. Základní rozm� ry 
sníma� e jsou: polom� r rámu r = 50 mm, tlouš
 ka rámu t = 5 mm a ší�ka 
rámu b = 12 mm. Sníma�  je vyroben ze speciální oceli o modulu pru�nosti 
v tahu E = 2,05×105 N×mm–2 a mezi kluzu s K = 320 N×mm–2 a jsou na n� j 
nainstalovány � ty� i lineární tenzometry s k-faktorem k = 2,06. 

Ur� it: Stanovte obecn�  p� ibli�nou p �evodní charakteristiku tohoto sníma� e a poté 
závislost m�� ené síly na výstupním nap� tí p� i napájecím nap� tí UB = 5 V. 
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11.2 OPTICKÉ METODY 

11.2.1 FOTOELASTICIMETRIE 
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Princip fotoelasticimetrie:  
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Polariskop pro p� ímou fotoelasticimetrii��
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Polariskop pro reflexní fotoelasticimetrii  
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Poznámka: 
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P�íklady m�� ení pomocí fotoelasticimetrie: 
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Metoda „zmra�ených“ deformací: 
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Další p� íklady m�� ení pomocí fotoelasticimetrie: 
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11.2.2 METODA MOIRÉ 
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P� íklady m�� ení (zobrazení) pomocí metody moiré: 
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11.2.3 METODA S.P.A.T.E. 
(Stress Pattern Analysis by Thermal Emissions) 
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